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Le Chapitre E 


Généralités sur les groupes 


4 - Notion de aroupe 


- Rappels 


A1 - Definition : 


(1) - 4 


On ape groupe tout ensemt G munt d’une foi 
de osmposition interne possédant ?es propriéles suivantes : 


* ct fi et associative 
œ | x © admet un ekment neutre 
x tout ®émenr de G admet un symefrique 
si de us , to Bi est osmmutative , B& group est dit cmmutalif ou abeien . 
+ Ordre d'un groupe 
4.2 - Definition : on appt ordre d'un groupe G , son cardina®, 
cet à dire le nombre de sep @Eëments. 


BR exist des groupes d'ordre infini (ex: Z,MR). 


_ Exemples de groupes 
. ch'ensemtfe des bijections d'un ensemtle X sur Pui-mëme, muni 
de Æ fi de ormposition des ophicalions est un groupe 
ct appel groupe symétrique de X et se no &, 
& X est Pimi , de cardinal n (n>1) , ES groupe symctrique de X 


est no ©, - ces eEments de @, snt apps des 
permulatigns de X, 


j © group 


. L'ensemble des issmetries* d'un espac métrique X , muni 
de & oi de composition des applications est un groupe 
nok ZIs{x,d) d etant Bi distanæ sur x. 


Is(Xd) et un œus-groupe de G, : 


qu'on 


rappel : on appel ‘\soméirie une bijection f d'un espace métrique € 


muni de Ba distance d our un espace métrique E’ muni de Ex dis- 
tone d’ tel que ; 


Vxæee, vyce d'(ptæ, Pty)) = d(x,y) 


(1).2 


.< Groupes à n eîtments 
ans & 

ŒÈ sul groupe à un Elëment est Le groupe réduit à E-éEkment neutre 
-ns-e 

it Gz 41, a } ou À est ?'éement neutre , & un éîtmenr quelcerique 


différent de 4 2 


= © 
FR definition de ?’efement neutzæ on doit aucir : | a.i-a 
A ,.4L4 = À 


Fur que groupe Soit comptement defini JP nous reste & 
connaitte Pa valeur prise pa at-a. 
En fait JL y à 2 possibilités : suit at= 4, soit az & 
«az e donne à: 4 qui est faux par hupolhese 
. az 4 denne a =a"1 ; done dans le groups à 2 
éements ,a est sm propre symetrique . 
on oktient Pinafèment, poux G, @ tab suivante : 





On put déinir un ïissmorphisme entæ Z/2Z cet G = di,ay de 
Æ maniere suivante : 
Zz/22Z RIRE 11,a} -=6G 
Ô ES A 
À En a 


on en deœiut que tout groupe: a 2 ‘ments et issmorphe à Z/2Z. 


-1n =: p ,p promier 
Si G et un goupe à p Æements ,auec p premier, 





4,3 . Proposition : 
afors 4 existe un issmorphisme cnke Z/pZ et G. 

demonstration 

Soit à un eément de G , à + 4 . 

Osnsidérons  P'hemomorphisme de groupe 

P: Z 37 _-,o'"eG 

L’ensmté des puissance de a dam G œt un sous groupe de G 

Po? t QG Domeipha à ZhrS Gninoope d'nde n 














(1) - 3 
Doute put, comme G posœede p ments , p premier,  a° 
et d'ordre 4 où p (@ ris Bin thœrme 2.6) ; 
a" n'est pas d'ordre 4 arr on a supoæ pu hypthec a +4 
(a à" dit dodre 4 on aurait a": 4 dsne œ=4A) 
Dsnc a" cest d'orcire p, 
Autement dit : G< mm? 


On en décuut un homomorphisme surjectiŸ 
Z —, G 

L =. “& 

& pr pue où quotient (œ pus Bin théorème 39) 
on obtient P’issmorphisme cherde : 
Z/pZ __, G 


CE 


L —+ œ 
de dre 
- Rappeîs 
21. Définition : Suit H une partie non vide d’un group (G,.).On dit 


que H et un sus-quupe de G si: 
- ab eH > a.bekH 
- aehH > a'EeH 
2 œnditiens sent equwbente à ?’unique comdition suivante : 
| a,bek#H > a«a.b'€e H 
. Ordre d’un œus : groupe 
22. DEfinifion : on di qu'un eément a d'un grou G ei därdre 


fn si & Œus- group H de G engendre paz o& est fini - %Grdre 
& H et or Pordre de a. 


- Sous. groupes distinques 






25- Définition : on di qu’un sous-groupe H d'un groupe G est un 
Sus-groupe distinguë de G (et on ne H4G) si: 

VxeG , VhekH ,zhx'Ee H | 
c'est & dire si, pour tout éfement h de H  Pe sous: groupe H cnlent 
ousi bouv Ê ments comjuque de h dans G. 
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.« Saithun sous-groupe de G ; on peut définir 2 refabions d'équivalence 
aux G : 


x une vin d'auvaens à droite qu'on noæ "w,, 

| & Vu y <> zy eH <> ye æH PE yh = œH 
a dhse & droite de x modu H et æ=H ; on note P'enæmhfé 
quotient G/u, où plis souvent G/H . 

>< une réhtion d’équivañencæ & gauche qu'on no ," : 

TU y & zy'EeH & ze€ Hy Hz = Hy 

da dhxe G gauche de x modufb H @t Hx ; on not P'ensemtie 
quotient G/nu où ps suvent H\G. 
En général : Rs deux refbtions d'équvafknæ sont différent . 
À putir de cœtle notion de dhsæ d'équivafenc on put donner une 
nouvel: définition pour un sous. groupe distingué , équivañente & 





@ première : 
3-4-"Défnition : on dit qu'un sous-groupe H d'un groupe G est disfingué 
dans G si Rs he à droite modufo H sent = dhæ à gauche 
modufs H VxEe G 







c'est & dire : zh = Hx 





. Aprication 
25. Th@rème de Lagrange : d'ordre de tout sous : groupe H d'un groupe G 







ini est un divixur de l'ordre du groupe 
œrd (G) = cad(H). [G:4)] 
(CG'H] = cd(G/n)4 = card (G/H)a ) 







Si H œt un sous-groupe dore À du grou Pini G d'ordren, 


Supposons qu'apre avoir dŒfini une refotion d’équivafenæ à 
gauche , UP existe j cases à gauche modufb H : Toute 
dase à gauche zH contient exactement R esments cr 
si TA = za, a a ,a, EH os a sa, 
Fr cmsequent : n =R) 
cet L'ofté qu'on cherchait à obtemr - 
. ordre d'un ment d'un groumæ cœincidant aux P'ordre du sous-groupe 
qu'£ engendre , iP résufte du thérème de dagrange que : 
2.6- Théoreme : ordre de but ëment d'un groupe fini et un 
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diviseur de L'ordre du groupe œnsidéré . 


3 Morphismes de groupes 

= Homomorphismes 
3.1. Définition : Soient Get H deux groupe dont êes Bis sont not 
respectivement » et o . Un homomorphisme du groupe G dans Le 
groupe H est une appoationfde G dons H tcfe que : 

Vix.y)e G* Plæxky) = Pix) se P(y) 

Si de pus L'apcabhon P est bijectie , nous definissons -un 
issmorphisme de groupe . 


@ Exemples 
+ Si H est un sous. groupe distingué d’un group G, 
a surjection G __» G/H est un homomorphisme de Sroups 


TZ — LTH-r 
dit hemomorphisme canonique de G sur G/H. 
. St G un groupe ; 
J'aplication Ÿ: G — © et un hememorphisme de 
9 — (vn, h—gh) 
groupe  injectip . 
cet un hememorphisme car pour ut h. 
Flag) = cgg)(n = g[gfn] + go Pig){h) 
Pest injectf cor son œmidee &< etments get gd G : 
Vh ,gh = gh > 9g=9 
- Automorphismes intérieurs 
3.2 -Définition : Soient G un groupe et x un eXment de G . 


À ‘application Ox : G— G et un aulsmorphisme de G 
J— x <" 
intérieur de G - 










dit autemorphisme 





L'enæmiit des automorphisme intérieurs de G, noté 2nt(G), est un 
Sus- group du groupe de autemotphismen de G ,Aut(&@) 


Vérflons que P'apficution définie par Vyec Jw(yls æyx” 
es bien un automorphisme de G : 





- Cet une bijection ; on @ montre directement en mettant en 
évidence une appAcation réciproque 





(x 6 
Ve , 313 tq : Tyz'=z3 ;me y = zx'ax 
Donc  : (Ge) = Or 
- cet un homomorphisme ; en effet : 
| VyeG ,Y3€G Ox(y) : Ox(3) = xyx"xax" : Ey3X = Gz (ya) 


. Remarque : un grouæ commultalif n'a pas d'automorphisme 
intérieurs non triviaux (ie autres que P'identite) : 


. Autre remorque : D'aprés @ defnilion 2.2 un sous groupe 

est distinque si d œulbment si iP est invariant par tout autsmorphisme 

intérieur 

3.3. Propoition : +” aprication & : G _> Aut(G) et un homo- 

morphisme de groupe : E æ 
demonstration 
YV:xec «(x x) (y) = Tkx’(u) = xx".y (ES) 

2 (ŒSus-th à” 


s 2 (y) x” 
=: x O0 Ur’ (y) 
= S(xy.o(æ) (y) 
Remarque : En génétaf @t homemorphisme + n'est pas surjectif 
sn imagæ @t JInr(G) € Awt(G) 
+ Centre d'un groupe 
3-4. Définition : ae nouut de E'apication + : G— Aut (G) est 
appt centre du qupe G et s nor Z(S) : 





. Z(S) = 1xeG / Vyes y x -zy} 


En et zcekro ee mm zid vy Eyx "se y 
pe Vy æy = Uzx 
Remarque : Æ existe des groups dont centre est réluit à 
L'étment neutre j Mais si un groupe est alxlen Son centre, 
c'est lui-même . 
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3.6. Proposition : obe noyau de tout homoemorphisme Ÿ d’un groupe G 
eur un out groupe G° et un us - groupe dislingu£ de &. 
demenstration 
it donc Ÿ.: G —, G’ 
-œmmençns pur montrer que Ver P est un sous grouæ deG 
Si a €eker Ÿ et bebVer $ abs Ya) = P(b) = dc: 
et par ste comme ‘ est un homomorpmeme (ab) : ÿ(a).P(b): 4°. 
dome ab € KerŸ. 
Fr offaus si aeker® cest à dire si on & fa) = 4 
as Pa’) = [Fa]! : 4 = 4, æit a'e Kerÿ 
@ - it enfin e@e € KerŸ ie WYla) = 4c: 
abs Vrec raz) = Pix). Yo). Pix) = (P(x) 4 P(x) = dc: 
Ainsi KerŸ œtun sous group de G Ie qu'auec tout ment a 
œæ œu-grouæ osntient tous Bs ments œryuques de & j 
Rr ansquent œus-groupæ Her Ÿ et disiingu# dans G& , 





3.7. Consquence : ce œnte Z(G) d'un groupe G et un sous- 
groupe distingue de G. 


. On a vu que Int(@) cebui un sous group de Aut(@G) ; En Pait: 
3.8. Propoution : Int(G) el un sus groupe distingu de Aut(&) 


8 . demonstcahion 
Sit dx € Int(G) afbrs on vérifie immediatement que : 
V T Ee Aut(G) To TG 0TC s: rx) 


et oxi montre que 2Inr(@) est dishingu£s dans Aut(G) . 


- Décomposition canonique d'un homomorphisme 
3.9.Theorème : Tour tout homomorphisme %$ d'un groupe G dans un 
groupe G’ iP exist : 


- un homomorphisme injectiP i : Imf$ _, G'’ 
- un isomorphisme ? : G/kerŸ _., ImŸ 
RS que : YPz do Yo T (tte décomposition æst unique ) 


| 
- un homomorphisme surjectif 7: G _» @/Kerw 


on put traduire cœ résultat dans Re diagramme suivant : 
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ÿ 


GS |; 6 
T À 4: 
Gherp —> Imÿ 
ÿ 
démonstration du thänème 
on prend pour i £'injechon canonique Imv _, G’ 
ur nm La surjection canonique G G/verp (ma 
vu que Mer $ eat un sous-groupe distingué de G) 
montons qu'E exist un ismorphisme entre G/kerÿ @ TmŸ 
considérons Papphicahon Ÿ$ : G/kerp > Im 
2 — Ma) 
cet un homomorphisme or: 
Vaÿe Sue Fay - (Sy) - Pay) = Pa). PIJ) - FAP) 
JP œt injectif cr : 
TeÙ dans Gurf & s'y E kerp © FIX Y)=: de © Ÿlx)= fly) 
Ê œt evidemment surjectif . 
Donc on «@ bien un ismorphisme entre G/kr$ er Im. 


. Aplicahon ou cs des aœutomorphismes 
on a vu que L'oplichon @ # Aut (G) etun hemomeorphisme de 
groupe ( proposition 33) j Alors d'apro & théreme 39 on 
déduit une faclorisation de « suivant Be diagramme : 
G __*, Aut(G) 
TJ De 


G/z(e) ed Int (G) 


| ue LE QU (| 
En pælticufuwr on voir que G/z(G) + ismorphe & Tnr(G),.| 


— 


4 - Actions de groupes 
2 — 
- Définitions 
4- DPinition : Soient G un groupe et X un ensemtfe ; on dit que 
G otre à gauche sur X si on s’est donne une appcahon Ÿ: 
Pi: GxX > X 
(g,x) — (gx) : g.x 
vérifiont = oœnditions suivants : 













Vg VaeG ,Væe X g(9:x) = gg'.x 


VxEeX Ac ZX = 2 
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Dons es memep conditions on dit que G opre & droite sur X si 
on s'œt donne une appicmtion Ÿ: 
Là XxG —» X 
(x,9) — Ÿ(x;g) = x.g 


verifiant es œnditions suivanto : 


Vg Vg'e G ,vxex  (æg)g'- x.(gg') 


. VæeX de : æ 
. Exempe : on peut faire opérer un groupe G sur Bui.meme : 
- & gauche, par ttansotion & gaucha 
a Paide de P’agfotion : (g,g) — 99 
& . à droite, par tanstion & droite 
& Paide de P'aplicatim : (g.g) — gg? 
. à gauche, par amnjugaison 
à Paide de P'apfication : (gd) —% ggg" 


- Orbites 
4.2. Dinition : it Ç un groupe oprant sur un ensemte X et sit xcx 
on apprit orbite de x sus G Pensmte noté G.x de 
&èments de X de ® fbrme 9.x ob geG 


jyex k 39 EG : gæey} 


@ : Css & rilion ent “ments de X die de & manère 
suivante : T Nc y PS 39eG t#q y=g.x 
cet une rtion d'Œuivafknæ sur x 
en gt. d et efâive : zx 
L Oeuffit de  prendmæ g : à afbrs sd 
- de et symétrique : Lucy » yuczx 










OO gTr:y æ> +: guy (g est un homemarphisme) 
. et transitite : xçy & y ua 5 Zac 3 
mr Si gæzuy et guy: 2 com 2: g(g.x) = g'a.x 
Alors B che d’éuvalenc (pur cœtbe ufbon) d'un dèment + 
dæ X et Lorbile de x d’après & dæimilion 42 
J'ensmtfe de orbites de X aus G forme une partition de x . 


(x) - 
- Stabilisateur 










43.Dfinifion : it G un grouæ opérant sur un ensemk® X . Rur 
chaque ment x dx, Ds ge G 8 que gæ=x forment 
un sous. groupe de 6 on Pool @ setabiPisateur de x dans G 
(ou enœre @& gouræ d'isotrope de x) on fe not G 
49€ G / gæ=x} 
Remarque: en généra G, 





»* 





n'est pas disfinque dans G 

4.4. Définilion : Sent H et H° deux Œus-9roupæ d'un group G ; en 
dit que Het H” gonr cmjuqué dons G s'Pexiste un autemorphisme 
intérieur Ÿ,_ que HU’: Pe(H) : aHoe”! 


4.5 - Proposition : Deux stabilisoteuro G, G, dans G sont cmyuguEo 
si) points x et y Snt dans mème orbite , 
demonstabion 
Soient æ ct y 2 point d'une meme orbite y= gx 
cmpourons Gr et Gy 
ge Gx € gzæz-z or Te:g'y dune _ : 
JR yrSy < J'y -:y æ ge 
on en dédwut : Sy : g, Le CR 
Autrement dit G£ æ Gy sn anjuques - 


5. Etude des groupes symétriques 





- Roppets 


S.1- Définition . 04e groupe sumelrique a n varisbkeo not & ct & 
groupe deo permukations de n objets . 


. Rapeibn que dors & 4% paragraphe de œ chapitre nous avons vu 
que P'enemt (x) de bijections d'un ensæmti X sur Bi -mêème 
et un grou ape qroupæ eymétrique ; Voraque X es! fini 
Forme den enties 4,2, ...n  (X2=41,2,. 
de X et nt 6, 
de x . 


.n}) BR groupe symetrique 
, © ments Etant abs opel permubabions 


+ Remorque : dl’ensemte des ments de ©, qu Baissent fixe n 
s'identife & SG. 


(TZ). un 


con sequence : 
5.2- Proposition : le groupe symetrique @, est un groupe n !'mens 





1e: HS >= n! 





demonstration 
Nous affns monker œtke proposition par recurrenæ sur n 
. Four Mn = À AP est évident que : # S = A 


(nombre de permutahon d'un enæmble à 4 éfäëment = 4 13 
-hypathée de recurence : j# &,., - (n_1)! 
. Montons que Gi proposition est afbrs vraie pour n 
Nous venons de voir que L'on pouvoir csnsiderer GS. comme 
un Œœus. groupe de ®@, . Dapr& & th@rème 2.5 ma. 
# Sn = # (Ga/Sn.) . 4 Sn. 
mme pu hypothexe de récurrencæ  # ©, = (n-s)! ,_@ 
nous suffit de prouver qu'en à exactement n classe mu &. 
dans Gn . 
ur œ considérons 2 aphcation : 
Pr © 2, X=:412,..n7 
T — flo) + on) 
cette appècoalion est Surjective . 
D'autm part s oc et o' smt 2 Permulations de Ks412..n) 
abs : P(o) = P(o’) > ofn) a gÎn) & n=- a {n) 
autrement dit : fo) se) e c'o'e €. 
on en déduit donc P'existencæ d’une bijection ? : 
PF (S/8) —, x - 41e, 
d'où HAS] Sa) = #x Â=1n 


- Eléments particuliers de ©, 
4-Les flranspesitions 
5.3. Definition : Dans & groupe Sn ,on dit qu'une permutaren + 
et une tansposition s’1P existe i et j dans 1U2...n7 LS que : 
- E() = 7 5 Efj\ = 
t(R) = À VRE4I2..n} 4} 
(on Supox nx>2) - On no œtæ ttansposilian (i,J) 


(2) -2 
. Proprieté : pour toute ttansposition & ,on à t*=id et donc Eat 





S.4- Proposition : Rur n22 , & groux ©, et engendré par Ba 


transpositions qu’? œntient. 





demonstration 

Nous affbns montrer que toute permutalion ga € ©@n put 

s'écrire œmme un prolut de transposilions . 

Fur œf raisnnons par réurrence sur n 

. mur n=2 ( promsition est trivia ; 

. Supposms à vraie au rang (n-1) ; cet à dre tout 

ÉEment de ©. put s’écnire comme un produit de transpsitions k; 





| . ir © € Sh 
| Reons R= on) et cœnsiderons GG: (B,n)o 
Pest dhix que : G(n) zn 


© Rise Pre n ;  apautient dome à ©, :; afors däpr 
E‘hypothee de recurrenœæ on peut ecrire : 
G = Evo ....-0 Et: cv Leo t, ssnt dep transpositions 
Et por suite : 
ds (Rn)ot;o... ot. { (Rn)'= (R,n) } 


on à œnsi pu écrire do sous forme d'un produit de transpositions . 


2. Les cys 
Sd 5.5 - Définition : Dans @& groupe Sn, on opte cycle une permutation Ÿ 
te quÊ existe une suite d’entiers léobaocote , 2 & ® dishinch 
els que : . S(l) = ia , ……., #(ipu)= te , #(ie) = t 
. F(R)=R si RE 4dL2..n}\qu,...ie} 
P œt abs Bbngueux du oycR 
Tæ plis on a: »#t -id 





5.6 - Théorème : Pour toute permulalion g de ©» , JÈ existe un ensembB 
de cycles LAPS disjoints te£ que : 
T = 17 Ÿ; 
















demonstration 
. remorque préliminaire : si 2 cyclo #'et Y” sont disjennts 
ao Y'Y” - Y" y 


(I) - 13 
. Si donc œ € Sn ; œnsidérons Be sœus.grou de ®, engendre 
pr 
f=:10",nez} - 11S, ... om) (quec ord(a)-mm+) 
de groupe l' opre sur L’ensemtR 1Â,2,...n}) ; œt ensembæ 
admet donc une partition en orbites Ty, .,., Te 
Avec Îo notabbns omventionnfi® on a : 
Ts Ta; s Ta = Ma , .... Te = Pes 
ob : > {0j , fa) ,..., c"i(a;) } æt BR, /m 
cmnsidérons afbrs Ch permutabin : 
Bj(i) = oi) ä ie I; 
#; (i) L s té I; 
on vérifie facilement qu : 
- 3 et un cyc de Bngueur R, 
; TT # = 


fl 










5.7 - Proposition : Deux permulebions o-et ©’ de © 
si et S<eufbment si ès admettent des dévmpasitions en cycBeo 
disjaints de memes Bmgueus . 
démenstrahin 
(H)on suppe que oo œ o” smt 2 permutabhins comjuquED 
auterrient dit 3he@ & c’=-hoh" 
Sir une décomposition da œ on cycfn disjoints 
ar = TT Y; : . 
Abe c'es hab" 2 hs hT 2 TT hxh” 
Pet Fac de voir que Ps h,%: h snt des cycle disjonnts 
on tient œnsi une décomposition de ©’ en cycfèes disjonnts 
de meme ngueuwrs que œux de & d&smpæilion de © . 
@&) comsidérons Ro decompositions de cet OU en cycèo disjoints 
de memen Eongueurs 
= (a, fa) …. “(a )(a, go)... g“(as)) se à 
. PA Ya ne. 
g'= (lb ,0(b) …. œ(b)\(be, ob)... ©'“(ba)) . - - 
= Y; LR NE 
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Soit h 2 "aplloition define par : 
ai — b; 


(a _; o{b;) 


== — — 


OÉ(a;y — o'lt(b;) P<R; 
on verifie abs alsëment que: h.œ = oh 
Psuffir de PR vérifier sur un ment |, on à 
ha), = «œ(b}. = 9° h{a,) 
de même hoœ(gt{ay) = hoË*{a,) = g'M(b,) = dh{o{{a)) 


. Aprcabhion. it H un Sus-grouæ distingué de @n ; Si H contient 
une Honspsition «abs H œmltient auss) toute B&s autreo transpcsihons 
et Hs &n : 
En St si H4S ,Vheh, Voe@ cho'eH 
e un SouD groupe distingue œntient tous LR» œnJugu£o de 
sep éfments (@ définition 2.3) 
Or d’apro &x proposition 5.1 Loukm Ps ansposilions ssnt arjugqueen 
D'autre pat d'apræ & proposition 5.4 ©» tanspoitions engendrent 
Ch dmc H-:S 
- Signature d'une permutation 
5.8-Définition: on apr signature d'une permutahon P apricatton : 
Sr Ch 2 4-1+1} 


définie per : Elo) - is g-ati)) 
| D (-) 
on vérifie que : -. € @t un hemomorphisme de groupe 


-  signotuæ d'une transposition quetonque est “À, 


5.9. Définition « Le noyau de Ehomemorphisme € sapi & 

groupe aîterné ; on & no Gr ; cet un su -grou distinguë de Go; 
cet lensemt des permutabisns qui snt &oie d un prdut d'un 
nombre pur de transpositions : 


. On démontæ que Gi mn +4 grouæ 6, n'a pus d'auto 
SouD: groupe distingues non Hriviaux que Qhn . 





() -15 


Poux TN = 4 
W 


& groupe = { (L2)(3,4) ; G,3)(2,8) / 


(L4)(2,8), (1) (218) (4) sia 
est distingu® dons @, et dans ©, 
cet un group à 4 élements oppeis grouæ de Xlein . 


Cours de Algèbre de M1 -— 


Chorpitre IL - (2). 4 


À Définition . Structure 


- rappas sur IN . 
N et en génera® déni à putir de axiomes de Féano ; Mais on ne æœut 





pas démontrer que c©æ axiomes sont non-omtradictoires ( Gécel ) 
S'il y e& une contradiction en mathematique , eff vient de N ! 
- définition de Z 
L Z et construit par symelrisation de IN . 
@ Z @t lL’enæmble de entiers rationriels 
- Structure de Zz 
(Z,+ et un group commutahf . 
Z et engendre par un elément : 4 (il et aussi engendré par -4) 


(Z,+,.) est un onneu commutatif unitaire . 


2. Sous- groupes d&æ ZzZ 


- définition - propriétes 





2.1  Th@reme : L'ensemble des sous. groupes de Z est l’ensemble 
e 41nZ, new}. 
La démonstration utilise le fit qu'P existe une division æxcfidienne 
dans Z. 


Sat HCZ ; on veut montrer que H et de & fbrme nZ (Hæ#4oi) 
(La réciproque et evidentc : NZ est bien un eus: qroupe de Z) 

Soir n<inpnn N*} 

Va eH mentrons que n divix & ; pour œ Rure ecrivons La 
division eucËdienne de & prn : 

Va Vn 3'q Jr tes que : a=ng+r et osr<n 

on en lire fsa-nqg ; aeH ,nq€ H dec rehH 

9 9sC<n , comme n et le plus petit ément pasilf de H 

on en déduit que Fr =0o ; d'où a =nc ce qui montre 


que n diviæ @. 





: (2).2 
En définitiie VaeH «a seit sous La fèrme nq,neN, 9ez 


Donc H est bien de @& forme nZz. 


+. Soit ® £’ ensemble des Sous. groupes de Z 


On vient de voir que P'apliouhon (M — IN est une bijecbion 
nz »>n 


Sion œnsidere eur 7 & ration d'ordre "in®usion * as iP 
exist sur N une refbbon d'ordre correspondante : 


[nzemz — m divise n| 


On déinit œnai sur T un frillis ( ensæmble totalement ordonne 
but œuple d’eéffments admet un sup et un inf.) 

@ sup (nZ,mZ) = nZiamz - dZ où d:pacd(m,n) 
inf (nZ,mZ) =nZNmz = wZz où D = ppem(mn) 


2.2 - Théoreme : %ient aZ et bZ deux us: groups de Z : 
Si dZ = aZ + bZ et #Z = az nbz 
afbrs abzZ = Wdz 
La demonstrabion æ fil en deux chap : 
-on commence po Mmenitrer que «abZ > x 42Z 
par hypothee  dZ - aZ:bZ 
on a déduit : DdzZ =: p(az,bZ) = JaZ + pbz 
d où pdZ =: apz , bpPZz 
or NZ -aZ7nbz pdZ = e(aZnbZ)+b{(azn bZ) 
DdZ = aZ N abZ 4 baZ n b?Z 
mas anabZ € oab2Z et baZ n b*Z € abz 
demc »dZ € abzZ 
- on montre Maintenant que : abZ € bdZ 
ma  pbdZ = dyZ = d(aZ nbZ) 
| = daZz n dbZ 
= a(aZ4bZ) n b(aZ:bZ) 
= (a?Z 4 abZ) n (baz , E*Z) 
on voit que : abZ © (a*Z,abZ) n (baZz + bzZ) 
donc abZ << HZ 
Finalement on à bien l'&alite . 
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2.3. Définition ( Beaput) : on dit que 2 nombreo a et b sont 


premiers entre eux % : az+bzZ -Z 
2-4- Théorème de Gauss : a, b,c cz; jo = + 
? T(a,b)=1 
demonstration 


a/bc > bzZz caz 
@,b) = 4 S aZzZibz-7Z + oaczZz..becZ - cz 
en Vient de voir que [par hypothèse) becz c az 


d'autre put on a : acZ - c(az) & az 
onen déduit dsnc que : a Z:bzZzc az 
c'est à dire : cz cc az 
or CZ € az ae 


- Sous -groupes maximaux . Nombres premiers 
Rappee : un dEment d'un ensemble ordonne œt maximal S'il 
n'admet pas de majorant strict (ie ÆPn'admet pas d’eiements 
strictement ps grands que Bi ; moœus attention 4P peut y avoir 
des éfments qu ne sont pas ompaotfép oœxc li) 


On cherche Re sus-groupn maximiaux dans \7à -1Z} (TR dent 
Pensemiie des œus-groups de Z ) 
on rep que p et premier S2 n'admet comme Sous diviseurs 


que À & M-meme ; d'o on déduit : 
2-5 - Proposition :  pZ æt un sous-groupe maximof si et æultment 


Si P e+ premier . 


2.6. Th@reme : Tout us groupe de Z et contenu dans un 
Sous. group maximal [ie tout nombre entier posède un diviseur 
premier) . 


démenstration par l'absurde 

St H un sus-groue de Z qu n'et contenu dans aucun 
us: group maximal 

4 ctant non maximaf, LP exite H, 2H 





de meme H, ant non maximaf , A uk H, 2» H, 
elc- ... 
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on en déduit P'existena d'une suite infinie Ha te que Hn CH 
Dr ko Us | 
Hs et de & forme rz œr 4H, et encore un œus group de Z 
rehH,, en particu£ier 3n que re Ha puisque He: Un 
en en déduit que : rZchHha : 
et oœmme d'aubm part Ha © rZ 


om à  : rZ = Hn =H,, 


+) 


œci eantredit R ft qu'on puise omstruire une suite 
strictement croistante de ous: groupes . 

tt demenstrabien «a montré en oukm que tout swute 
croissante de œus groumo de Z et statinnaire . 


. MMnSÉenca ; 
2.7. mMéorema d’Eucfide : P y œun nombre infini de nembrmo 
premiers . | 


démensiration pur l'absurde 

it P L'ensemble de nombræ premies 

Suppéons que Pest Fim P= de, Per... Pu 

it Nr (TP) +4 ; © nombre net pa divisille or 
un ps dsiskx de pourtant d'opès @& thécreme préœdent 
Æ admet œrtainement un diviseur premier p 

denc 3p ,p% {P... Pe} , p premier 

œci œntredt £hypoihése à savoir que bus BR nombre 
premiers snt &o p...P, 


3- Querients de Z 

- Id | 
3.4. Definition : Suit (A,+,.) un anneou œmmutahf € Tun 
aus groupe de (A+). 
T'œt un id de À si: VaeÀ ,Væetr 

œL encore si : AT CI 

. remarque : si Panneau net pus œmmubabf on distinque idéaux 
& droite et idéaux & gauche . 


ax EL 
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° Tout sus. groupe de Z est un idéal de z 


- Anneau quotient 

Sat (A,+,.) un anneau cmmultatip 
Sir ZT un sus. groupe du groupe œddutiP (A,+) 
%'applicalion m: A_, A/T et un homomorphisme de groupes 
da question qu'en se poæ est de mvoir s'iPexiste une structure 
d'onneou Sur A/T  Ecffe TT soir un hemormnorphisme d'anneoux 
. on peut dejà dire que SP exist une ff structure sur AÆ 
de et unique : 

Ta) . M(b) = Tab) 
. Remarque : s’il existe une (bi sur A/T te que T saut 
un hememorphisme d'’anneaux on dit que œtte Ebi et @ Pa 


quotient . 


3.2. Proposition : E existe une structure d'anneauu sur A/L tit 
que TT si! un homemerphisme d'anneaux si et seufemnent si 
I est un idé£ de À. 
demonsirakion 
- Supposons que À/LI possede une structure d'annecu 
om &œ : I - T{(6) 
Montxens que ZI et un idéap 
ae À , TE Tax): Ta). T{(x) = o ar æmET = T1H)=0 
donc ax EI 
- it Jun .idé® de À 
À fout monter que A/I est un anne 
Etant donnés Ta) et T(b) dans A/T 4P faut montrer que 
Tab) ne dépend que de Ti) et T(b) 
Soient a”, DE À te que mfa)=n(a) et Te TE) 
T(a-a) =0 d'u zxz-a.a’er 
m(b-b) =0o d'où ME b-L'e Z 
On a : Tab) - T((arx) (b+u)) = T(ab+xb+ay+xy)-Tr(ab) 
œr xb +, +TE ZT 
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remarque : on ne peut fire BR quotient d'un anneau non coœmmulahf 
que por un idea bithtere (ie. un dl & droit et à gauche ) 

- Quotients de Z : œ sont es Z/nZ 
Z/nZ æt un anneau ; iP et app anneau des cmgruen cen 


modulb n (nm est quelconque) 


Hient 2 nombres a etb , soient æ et B Peur reste mou n 


on à : QG = nq + cœ qui s'ecrit aussi : 1@= d (n) 
Fo b=/p {n) 
d'après & promsition 3.2 on «a : 
QE d{ (n) a+b = +8 (n) 
b=p{n) ab = op (n) 


3.3- Théorème : Z/nZ et un œrpp si et seufement si 

nn et premier. 
demonstration 
on rappelle qu'un corps est un annecur dons PequeP bout 
éRment différent de O est inversitie | 
-suposms TN premier 
ik ME Z/nZ ,m£ù et sit mem 
m+#o signife que n ne divise pas m ; Mme n et 
premier on en dœliut que ([n,m) = 4 
Fr suite on peut appliquer Besput (définition 2.3) : 

Juve z , UN + UM = À 
œtke derniére égalité se traduit dans Z/n2 par : dm = i 
on a ns trous un inveræ de m dans Z/nZ (cet v) 
donc Z/nZ et un Corps - 
- Suppommns que n n’et pas premier 
afbrs 1? exist p premier et qe N* te que : p.q=n 
(d'apre  Hhéreme 2.6) 
Open + oc<nan + PÉO æ géo 

®: . p.gq=n €  p.9 = © dans Z/nZ 
on a. donc frouvée un œuf de diiœurs de aéro dons Z/nz 
Dm Z/n£Z net pas un œrp. 
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Remaxzque : un Corp ext un anneou intègre ( sans divisæurs de æero) 
mais un anneau sans diviseurs de 22" n'es pas nécessairement 
un corps (ex: Z ! ) 
En revanche on peul mnentrer qu’un anneau intègre Pni est un corps. 


- Cracteristique d'un corps 
Soit K un cor csmmutalif. 
Gnsiderons Paophicuhon P: Z,K définie par Ÿ(n)zm.1 
Cette application est un hememorphisme d'anneaux . 
Ra Suite Ÿ(Z) est un souv-anneau de K 
Ker Ÿ est un ideaf de Z : on a denc er Pÿ = nZ 
On dit que mn est a caractéristique du œrps K 


3.4 - Proposition : La caroctéristique d’un corps est un nombre 


premier ou aero 


denonstrabhion 

it n La carocteristique du corps K 

Si n£O , Ÿ(Z) et issmorphe à Z/nZ 

mme ÿ(Z) œt un sup: anneau du corps K , P{Z) et intègre 
ars d'après © démonstration du théoreme 3.3 : mn est 
premier . 


Remarque : a K est un corp Fini ,sa caractSristique eot non 
nuffe ( en effet Y(Z) ne peut Etre issmorphe à Z qui 
inPini) 


3.5 _ Théorème : Le owdinal d’un corps fin est une puissanæ de 5a 
caractéristique . 
dermonstrahion 
Soit L:#Ÿ(Z) . ma vu que L est issmorphe à Z/pZ , où 
p= œrWK et premier 
comme L est un sus.corm de K, K est un L-espace vectorie? 
Soit À 8,,...,R,Y une mæ 
Ars YBek 4 (ddr) € L' tt BR:ARB,+....4+dnBn 
on put œnsi définir une bifection de L° + (Z/pZ)" dans K 
on en dédiut : # kK = re 
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- Sous groures des groupes eycfiques Pinis 
Soit G un Qroupe  commutatiP. eb . sit H un souv groupe de G 
On cherche quel snt Îæs sup-groupes de G/H - 
Dit K un sus-groupe de G/H ; Si TT est @ surjection canonique de 
G sur G/H K = T(k) est un SUs3- groupe de G qui contient H 
Réciproquement : on considère l'ensemble des sous groupe de G 
qui œmnfiennent H : si L'appotient & œt ensemble afcs T(L)=L/H 
et un us: groupe de G/H 
Ainsi TT indut une bijection : 

PL 
iu /uec/n) = fL/ucetcce} 


e . Appècalion : G-:Z ,H:m2Z 
sia diviem,aZ =mZ cc Z sn en déjut: az/mZ = Z/mzZ 


3.6. Theorème : ur chaque diviseur a de m Æ ya exactement un 
. - mMm . ue 

sou -groupe de LU qui et dordre us : c'est Le grouæ cyclique 

engendré pa à € Z/m2 : 

Soit L us groupe cyclique de Z/mÆZ engendré 





. Femarque : 
par à : pour bout x EH ma Tzxso 


Ts générafement cherchons à résaudre P'éuathion nx = o 


dans Z/m2Z 
Dans Z/Mm2Z œil équalion S'é&rit : nx = © (m) 
e en puticufier  3R HE que nx = Rm 


Dit d & pgcd de met n on « vu qu albrs dZ = mZ:n2 

Si on po m'= T LE = aux (m’n')= 4 

l'aile nE sRm devent nx:Bm sut encre +x-Pm’ 

qu ES € N 

en dite on put écrire x. en : x est un muftipt de M 

d'où dà (ue som}. 45,8... Eh) dl 

or æœci et un grouæ cyclique dire d engendré par M di 
3,7, Pruaition: dans Z/MmZ P'ensembfe dm éfments À HP que nt= 0 
et & su .groue cyclique d'ordre d: pgcd{m,n) engendre par 2 


. Remarque : À chaque dément g dun groupe additif G on peut 
associer P'hemomorphisme Fa : Z ,G défini par {n) = 7.9 
. on à donc Hem{(Z,G) z G 


on vérifie immédiatement qu'on définit ain une bijechon de ne G) 
dans G 
De même à chaque dèment qg de G IP que mg =o on peut 
associer E’homomorphisme R: 2/12, 6 défini par ÿ{m)=mÿui= ms 
on définit œns une bijechon : 
19e G* /nq 0} + Hom(Z/nz,G) 

La proposition 3.7 monte P'exustencæ de L’issmorpmsme : 

Hom [Z/n2Z,2Z/mZ) = Z/d2Z où d-pgcd{mn) 


. 4 - La Fonction d’ Euler 

- Definition 
On cœnsidére BR groupe cychique d'ordre m : Z/mZ ct on = 
demande  asmbien æya d’eëments dons Z/m2Z d'ordre m 
exactement . 
Gn cherche done y / my =0 et ny +0 ,VWn,oénem} 
qui s’identife à jÿ /(ym=4} 
4.0- Definition : pour Mm>o on pe : 

Pim): #1ÿEZ/MmZ /(ysm)- 4} = seen (gsm) 1} 
Pet & fondion d'Eufer ; c’et une application de IN* dans N, 





. Læ cments d'ordre m dans ZmZ engendrent Z/m2Z . Autrement 
dit im) est Be nombre de générateurs du grue cyctique Z/MmZ. 


- Proprieé fondamentale de Ÿ 
41. Théoreme : Z Ÿ(d) =m 
démenst rakhion 
dans Z2/mZ ,Vd, d/m dj: #jxreZ/mZ dordre d exactement } 
g on pæ Cx = 4x dordre k exactement } dJékem 
| Pid\ = # Ca | 
dt om & : Z2/m2 -: CU .. LCU ... U Cm 
comme application de cette FèrmuB> nous affbns etabir E théorème 
suvant : 
4-2. Theorème : Sir G un grou cmmutatif d'ordre m RP que {x /ax=0} 
a ou us d dËments - Alos G et cyclique. 
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demonstration 
Soit (Cd)dm a partition de G suivant ff ordræ de dements 
# (U Ca’) = 4 izeG/dx = 0} < d pr hypolhese 


d/d 
si G poxde un eXËment d'ordre d exactement , afos on va 


montrer que G en pasde Yÿ(d) 

En ft eut y EG un dement d'odre d exactement | 
L’enæmble des muftio de y jou,2) ... (d-)y\ est un œus- 
groue de 6 issmorphe & Z/dZ : tous se eèments 
vérifient Péualion dx =0 ; œmme cette équabon et supu 
avoir où ps d sfubhons , iP ny en à pas daœutre | en 
paticufee parmi œux-B Æyena (d] derde d 
exactement . 

St Y(d\= x Ca @ nombre d'éÆments dorde d dans G 

an vient de vor que  #{d)- ÿ(d) ou © 


on en dedut que : #{(d) = @(d) pour tout dy/m 
en paticuBer : Y(ml=Pim) £ o CPI > 1) 


Tout Men d'ordre m engendæ Êe grue : 
Donc on à monte que G et cychque , 


. aphotien : Z/pZ et un om pour p premier ; (z/pZ)* et 
un grouæ (@ {p-1) èments) pur à muftiictioo - Montwns qu æ 
grue et cycfique 
En RE sit d/(p4) > on regarde B nombre de sfibons de 
P'uahion x: 4 ; cet aus e nembre de raune du 
pineme xŸ_i =0 ; or on sait que pinème admet 
ou po d racine Sur un cor csmmultabf queconque . 
en en dédut que BR group cmsidére œst cyoique . 
Ps généralement un à : 
4-3Therème : % grue muflipläcatif K%* d'un corp Pni K et 
cyclique . 


- Cafeul de Ÿ 
- œfcup de ‘Ÿÿ(p'\ ,p premier 
nm: 4 P(p) = À nombre premes œe p et inférieurs à P} 


@(Pl = P-4 


e) - 1 


P(p°) = { nombre < P° et non mu£tiPo de p } 
À nombres < P°} - jnembræ <p° muPuibfo de P} 


or Bo mufuplo de p inférieus à p" snt : p,2p,... ip_ip 
fyema p''_A4 
d'aute port de nombre inféreus à p' ap yen æ& p"_4 


nt 


d'où PP s (pi) - (pi) = p'_p 


| #)= hu-4) | 


- 4.4 - Theoreme : ss a tb smt premiers entre eux ; 


[ Fisb) = Ve) WE) | 


La démonctration sero faite un pu us Bin 


4.5 Cordfaire : ss n- EE Re" ar : 


EU TEES I "le) 
PL) 2 TT A:#) 


n pin 
p premier 


ur & demonstrabon du théorème nous affns avoir besoin 
d'un outre Hh&rène : 


4-6 Théorème chinois : si (a,b)- 4 Panne Z/abZ et 
issmorphe à Z/aZ x Z/bZ. 


démonstrabon de eth&rème 
Si P'apfication à : Z/abZ _> Z/az x Z/bZ 
pour démontrer &e lheoreme À? fout montrer que : 
(a,b)= 4 éæ  ® bijediP 
En fut Æ suffit de montrer que © est injectif ou Bæ 2 
anneaux Z/abZ @ Z/aZzZxZ/bZ enr & mème nombre 
d'elements : 
Gnsidérons  Ker ® - {1x € Z/cbZ }/ a. 


fzez/adbz/ x: 


=A 
or Es <æ x =R@.ppem(ab) 
mas ppem (ab): où de pgcd (ab) 


on en dedut : ker d - | < e Z/ab2z / æsBS&} 
ab Zab {d.,) ab 
Nr E-08) 


C2) - 12 
on vai afbrs que kKer ® @t un groupe acique dordre d 
ker d = Z/dz  (- eZ /%æ2z) 
et par suite ; d=4 PSS ker = jo} 
denc à injechf - <Æ Mœrëme est dementr 


demonstrabien du th&reme 4.4 

Dapéo À thooreme pramdent (4.6) on sit qu si (a,b) = 4 
AP existe un ixmorphisme d'anneou Z/abZ2 2=,z/4Zx2/bZ 
or (Z/abZ)* et un gros dordre (ab) 


(Z/az) * 7 flo) 
(z/bz)* __— #(L) 
d'où | Pla.b) < ia). w(b) 


- Génersation du th@œrème chinois 


- Nous avons considére dans œ qui pr&ede : 


D: ÆZ/abZ _, Z/az x Z/bZ 
Dans ms géné  pgcd(a,b) = d 
Nous auoms donc : Ker d = Z/dZ | 
On put fs donner une factorisotion de D fm & diagramme 


Suivant : 
Z/ahZ Ÿ, z/az»kZ/bz 


Ty T 9 
(Z/bZ)/kerd =, Zz/»z SU = ppem (ab) 
T et & surjection canonique 
Ÿ et une apfcabon inJective et une bijection de Z/LZ sœur Im 


. Cnsidérons maintenant Paplicahon : 


$ : Z/az x Z/bZ _; Z/dZ 


(=,4) — (5-4) 
4-+- Proposition : Ker $ = Im 
demonstration 
“Imd ckers  … en efèr: 


VaeZ/ab2Z  Sobfil- (bia) = Sn): (+4: 0 
kr $ CImdb  œr: 
œnsidérons (4.3) EbkerS ; dès (là, -0o cet à dire dus 
or d:pæd(ab) = 3 Wu eZ EH d:ub;uva et pu suite y-3 = Rde R [ubiua, 


on ul donc Mouver xEZ Eq Pl): (4 3) ; suffit de poer A 
X= 3+ Ub 
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. On traduit © resuftat en disant que La suite ci-dessous est exacte 
0 > Z/dZ ct» Z/abZ Ÿ, Z/aZxZ/bZ $, zHdZz 0 
à er T (x, y) _ Œ- Sn 
En oulme tou œ qu prétde peut ëtre rassemblé dans 
diagramme suwvant : 
ro) 
| LE N ë 
0  Z/dZ + Z/abZz Ÿ, Z/azxZz/bZz S, z/dz …o 
Tnterpretation : resEulion des systèmes de œngruence 


@nsiderons Æ& proleme suivant : 
xzy (a) 
Fe 33 (b) 


ouver ze Z LP que 


œ problème est équivafent «au suivant : 

Etouver ze Z qu, (Ts) , UE 3(w) 

Pour savoir s'£ admet de sfulüns on regarde si ur )E MP 
oœ Im = Imd € d'aprè @ proposition 4.7 Im d = Im D = Kerd 
on regarde donc si (ETENE TS € Ker à 

Fr sute on aura des s£uhons si d divisæ y-3 

Dœuke part si æet z sent s@ikions : Pix) = P (&is) 
c'et à dre zxz=zx°() 

D'o:on aura due sSfkbien unique modufb D et d s£uihins 
modufs ab 


Exemple : Resoudre (@ système Fe = 8 (28) r 
3x = 9 (21) 
on æ ramMene à Un systeme de Æ Porme TEæey (a) 
xx 3 (b) 
5) 1-0 (14) jee 
Sx = 9 (21) x = 6 (21) 


Ce systeme admet de sfutions 

% admet ue s£uhion nique mMmodufo ppem(14,21)= 42 qui et & 
2 = G (42) 

et JO odmet 7 sfuhons ModuPo l4 x 21 = 29 


s Chapitre IX - 





Groupes abéliens 


4- Définitions æ& premières propriétés 








— Systemes générateuss, systèmes Bbres dans un groure 
Sat G un groupe abefen. 


44 - Définition: Sir (9,..g,) une suüte d’eéèments de G 


; on dit 
que Pa sute 


UQijiu..n et un systeme de générateurs de S s 


(GI) - 4 


Sn St L'application P: Z° _,G  ufini pur : LU À dpt 


2 
Flan) = 2 Sig; st Sur,;cive . 


4.2- Définition: La swukte (ga) d'éfments de G 


est un systeme 
Pbre de G S © seufemet si 


C'ophicatim P: z1_, & definie Par 
Pla.an) = Zaig, et injætive. 

4-5 - Définition : Si & suite (9,4) d'AÉments de & cœnshtue un 
systeme générateur et Bbre de G ar 


(g,,..g9,) et une taæ du 
groupe abeèen G. 


Ca raient à ue que PGpution F: Z', S ex biective . 
- Groups ateliens de type fin 
®@,, inition : On di qu’un group abefien G est de type Pni si et 
seufbment s°@ pooëde un systeme Pin de gnérateurs . 
Exempo : , Tout group G Pin eu group abien de type fini 
- Mexete ausi des groups abeliens de type fini qu ne snt 


po fins ;, Z, z2 …,Z7 vVnenN 


Flemarque .: Q œmsidérs œmme groupe ubdien ne pose pu de 
Systeme de génrateurs Pin æ net po un group aber de type Am. 
4.5. Proposition : Un groupe abdlen G et de type Pin s'P pod 
un Sous-groupæ H de type Pim 


encore de type fini. 





te? que @ groux quotient G/H soit 








pè Ca, Gn® Fra 


nent 
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démonstration 
Rar hypotheme H et de type Ani donc 4 possede un système 
de générateurs 5 (m,..,hm) ,MEH Vizss..m 
G/H et aussi sup de tupe Fini donc i possède Safement 
un systeme de générateurs : (JS...) ,9e SGH Yisdin 
mit (9,..a) , 9 EG Un systeme de représentants dæ 9; 
on veut montrer que G et de type FI) ; œnsiderms xeG 


Z E G/H : nous pouvons Écrire zx =: Zag; ,aeZzZ 

D'autme part Si on œnsidere es repréentants on © x -2a:g;€H 
d'où z -Zaig, = 2 bi h: ,bez 
men déut, x= Z og + Zbih; 

G et donc engendré par BR système (agi hi) œ 
men eRments  : G et de type fini. 


4.6 - Théorème : Tout sus groupe H d'un groupe alien de type Pim & 


at enœre de type Pini 


démonstration ae 

G ut de type fini, LP posêède un systeme Fini de générateurs , Soir 
(a...) © syetme - 

Nous af Füre un raisomnement par récurrencæ sur n. 

. Fur nn = À si G et engendre par un su? ment g , aber G 
œt cyctique , per Sum H sous-groupe de G et aussi cycèque 

Pet donc Œplement engendré pur un Sément (po neæesxirement FE meme) 
on en déhüt que H et de type fin . 

. Supposns mountenant que Cæt vrai pour T1. 4 

. montres que Cœt encore vrai pour TN; Soit G” B sous groupe de G 
engendré par Ro n.1 ments : g,,9,...9,. 

Gnsiderms H°= G'nH  ; He un smus-groupe de G° donc 

d apr Ehypothese de récurrence H” est de type Fim , engendre 
par au fun (n_1) éPements . 

Cnsiderons @ groug quatient H/H’; l'inclusion HG indiut une 
injection du group H/H° dans & grouæ quotient G/G';enceftr 


en « . :W/H° +» G/G’ où p et un homemorphisme 
sf en BT fs, 
H Teusss -G 


i 
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ct Ker p:{heH /heS] : HnG'’- 4H 
Or G/G° est cyclique car engendré par P'ément g, (:9,+G') 
on en dédulk que H/H° ect cyclique , denc de type Pini 
ne reste Hip qu'à apfquer Pa proposition 415 pour œncêure 
que H œt de type fini (engendré par au Ho n ments ) 
- Groupes Libres de type Fini 
47- Définition: on dit qu'un groupe abélien @ es Bbre si et seulement 
SE pate une ms c'est à dire une pautie rmæ d'ééments de G 
Eengendrant œ Bbre. 
le œvdina de & ne so & rang du group. (on démontre en 
e que dux bxso d'un meme grouæ bre ont meme œrdinaP ) 


. Dm qu eut nous affins amsiderer ts group obelens Cibreo 


de type Pin. 
Exemple : Z,22..Z"VnenN sont dæ groures akeliens  Pibræ 


de tyæ fini 


Remarque : $ existe des groupep Abreo nen de type Pin: comme Z[x] 





| 


la 2". 


(48. Propositions Tout groux alien Bbre de rang Lei 








G RE EEE STRESS LEE ER 
démonstration 
Déprèo R& définition 4.3 , si (gg) constitue une ban de G 
oBrs E'aplicobion P: Z' , 6 œt bijective 


(a. an) —» Zaig, 


on en dechüt un issrmorphisme de goure de Z” dans G 


onséuenc : ur grouæ Pñi net jamais Pbre. 
4.3. Thacreme . Tour sous-groume de Z'" ct bre et de rang inferieur 
ou af à 7. 

dernonstration 

T fut montrer : VHe ZT , 3m, men tq H22Z" 

Nous dffirns füre une réurrence UT 
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. mur D=4 : Soi H un sou-groupe de Z | nous avons vu (ch) 
que tout suc groupe de Z est de @ forme az, a en 
Nous pouvons donc définir un isomorphiome : Z + H 
Et par suite H @t Ebre PES 
+ SUPPOSMNS He 271 » 3 méni tq Hz27 
. montrons que C'at encore vrai dans Z" 
Dit (e,..,€en) base œnonique de Z' : e,-(1,0...0)  Enz(9.9 1) 
Gnsidéroms G’ grouæ engendre par (een) quiet 
issmorphe & Z°” 
G'NH = H7 , Het abs un sœus-goume de Z°” œ on peut 
par conséquent Au aprhiquer P"hypothève de ré&urrence : Het 
Übre de rang PE £<n41 . ir (y...y,)une bas de 4H”. 
Considérons maintenant H/y ; © existe une igection d H,/H’ 
dans G/G’ or G/5°’-Z7"j2"" - Z& c'e uü dre que 6/6” 
et Abre de rangi . Tr Sue h/H° et aussi Übre de rang 4 
Sir 4, un générateur de H/H° ma : ue N Eq = ane, 
Un représentant queftonque de Un s'ecrit ÿn = An@n +h h'EeH” 
Montrons que 4u,.… Ye U 4Aÿni © ue bus d H, 
On sut déj que cet un sjstème de générateurs (dapr 1.5) 
% Fout montrer qu'Æ et Bbre cest & dre : 

3= MU, +, +... + Vey, + y, = 0 % M=0,... der, n= © 
omme MU, +... +%e ue E H° si on prend EE dime de EÆment à 
malu® H° 2 vient : dy = 0 d'où «n =0 
D'autre par omme  (y...uy.) tune tæ de H” , us po; 
pour t=1..€C Sont nu. 
Donc cet bien un systeme Gbre ë 


4.10. Proposition : Un grouæ est de type fini sie sœufgment si c'e 
un quotient d'ungroupæ Libre de type Prri 
démonstrabon 
Sir G un groupe de type fin ; iP possède un systeme fini de 
géneraeurs (gi. ga) donc par definition (4.1) 42 existe 
une surjection Z de Z'" dans G 


(Œ).s 


on en d&luit un isomorpnisme de Z?Kkriÿ duns > 


ss ! Z".— D ee 
ÿ 7 
7 uerf 


R&iproquement c'e Évident. 


.% but de œ chapitre ct d'étudier @& structure dep goupe alæliens 


de type Pni. 

Soi G un group dabélien de type Pn quedonque ( non recsmurement 
Bbre) ; nous aums vu qu’® existut une surjækon f: 2°_, S 
et que G>z Z'/verf .: Mais Mer $ œt un sus groupe de Z° 
et d'aprèn (4.9) iP va ëxe libre de rung m£<n  (Kerÿ > Z?) 

& D'où pour étudier Æ suce d’un groupe ctéâén de type piniG,£ sJPre 
d'étudier Ro hemomorphismæ de Z" duns Z' (man) 

En puticufer homrornorphism@ sn ouutériséo par une Matuicæ À 


& n gneæ et m cbmneo d'où P'eéude qui va suivre. 


2- Matricæs à cdficients dans Z 
- Générafites 

. On omsidère P'enæmtf de homoemorphismæ de Z‘° dans zZ" 
À bout Hhomomorphisme P € Hem, (Z°,Z°) œrrespond une matriæ à 
n Bgneo et m cfmnæ à adÿicients dans Z. 

@. maxi équivalents 
2.3 - Definition : Sorent M et M' 2maico nxm & axificients dans Z . 
On dit que Me M’ ant éuivufentæ si et seufement s'iè existe une 
motrice S mxm ct une mokiæ T nxn tout deux d œefficients 
dans Z & inversitèo tel que : M’ = S.M.T 


ci put aussi s traduire en disant que M @ M’ rpräxntent & 
meme Hhomomorphisme exprime dans 2 tas différentæ : 

| 2.2. Théoïème : Fou toute matin M, nxm à aficients dom Z existe l 
|) 2monian S et T également à oæfficients dam Z  invesibeo te 
{ que (a mattiæ produk SMT soit diaacnaib : 










Le demomtcalion de æ Lhéreme ra RU uuns D pau D 


Suivontss . 
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- Transfbrmations élémentaires 
2.3- DéPnition: on opel transbrmation éBmentaire sur une matriæ X 
à œefficients dans Z L'une de opérations suivent : 
- L'addition à une Blgne ( resp. cfnne) d'un muftupe d'une autre Bgne (resp oftnne) 
- &s permutation de Bgnes où de cbnnes 
- Rs changement de signe d'une Agne ou d'une cibnne. 
Toute ttonsormalion éémentrire transforme X en une mairiæ Œuivente . 


. Etudions séparement chaque yee de bansbrmations Smentaire : 


- Paddition à une ligne (resp cfnne) dun muftipfb dune autre Agne (resp cfènne) 
amsidérens BE mathice : 


+ Qi -.. Q., 


@z;: ai 
+ Ur 0 aÿeZ vi, 
ni... On... 


æ considérons operation qui last à ajouter a à 4 cdbnne 
Afos B je cœûmne ; nous noterons ct œérabion A° (i+n). 
La mobi X devient 


Rene Le A 
= Aftiaaj) 60 à [77 2 Se 
Dre dUtace 


De même on put amsidérer Popérabon qui œnsiske & ajouter à Pa eme 
Lane à fhio @ j' Digne :; Poperaion et ar nu At(i4a;) 
ct @& mali X devient 
: k * A se +13 | AQ.; 
CAT UTC TONS NET Me dlRne ie si 
ah in 
2 
Verifions que &s mailriæs obtenus par tonsjèrmations Æémentaures 
Sont bien œuivalents à @& matriæ initiait x 
.dans & premier av (opsration sur Bo cnne )} on est pass 
de & marie X à @B malriæ x’ en muftiiant à drore x 


paz Ca matricæ : 


= Ta A6); (det z 4) 





A 
dons & scmd on (opération sur Rn fgneo ) on et pose de Pa 


malciæ X à & matiæ X" en mu£fliiunt gauche X pur æltke 
meme mabriæ Isa; 
Or & maltiæ Iinñlèji et une matriwë & cljficients dans Z inversibè 


(1 ).7 


(Sn nvere et d'ailleurs & maxiæ JI_Aé;) 
on & : x’ = Af(i+dj)(x) X:(Lsnéji) 
X* = A° (i4d;) (x) (Trdajij. X 
en voit qnsi que D malin XX d’une put , x et x” d'afre part 
ant bien œ@uivafentco., 


-Bo permultations de Agneo ou de cfèmne 
on œmsidère toujours BE matrice 


X = ai A au a Gin 
aj: BR de Gin 
Soit 6°(i,j) Coran qu ‘omsiste à permutcr Bo cœBmne : et 
@ “ & (1,3) L'opération qu amsistæ à permuter fe Bgneo et, 


æe meme que précédemment veriflons que cs opération txun>urment x 
on ue matucæ éuvofbnte . 

dors e premier mo ( permutahon de cbnne) on pue uv üx 
mate À GG & mamie X’=4$ii;) (x) en muêtipant & uraire x 
par & matuiæ de & permutation 


AT 
dé Ad Cat & matuiæ identi 
À_<:0. dans Phquecdit: 57 & PErmo 


4 êtes ufbmneo 1 et } 
. dans & soma uw ( permutabhon eo üæ) on pas de LL mubkriu: x 
@ sème X”-4"i,j)1\xX) en mubipunt à guuhe X pur ati 
meme moluiæ J. 
Lu matuæ J ct une makiæ & œœfficens duns 2, invergbke .(J" = J) 
on & : X'= Si,j) (X) = x.T 
X*= à" ii,j) 1X) =  J.x 
Donc fs mattio X ct x’ d'une part, Xe x” d'autre part sont bien 
équivalence . 
- (© changements de signe d'une dgne Oo d'une utènne 
on omsidére encore @ matciæ x. 
on appel o-f(i) P'omration qu emsiste & changer de signe ct 
termeo de & cfmne À , «& œ'(N ai qu consiste à changer 
de signe Æo terme de @ tigre v. 


(x )-8 
on veriie que fe maicicoo oteruco pur cs Lonsformations 3017 ju valence à X : 
dans & premier op on pas ue iù maiæ X à à matrice 
X'=o"{i)(X) en mutipliont & uroite X par maurice 


pa 
1 A. t 
ad. 4 + À 


| 
D = 
"4 
Le es, | 
À 
. dans & send op o1 pause de @ matæ X & à matrec x"=#i){x) 
en muftipiont à gauche X pur ct meme matrice 5. 
le motiæ S et une matxiæ à uxfluients duns Z inveribk (s'=9S) 
om à X'= Gil 1X) = X.S 
x*z ai) (X\ = 3S.x 


Læ matcimo X et *K’, xX ct X” nr bien œuivur ent 


— Diagonafisation d'une matriæ à cæfficients dans z 
2.4 -Thé@reème : Soi P un homomorphisme de Z"aans Z” . QGmmsidéons 
\@...€m) D tax œnonique dans 27 ; soit abs A2 1{ Per... te)... | 
& matiæ de PF , matiæ nxm à cæficients dan Z . Je exrotu 
une suite d'opérations dÉmentairæ qu transbrme di Mukiæ À en 
une mobciæ de @ jèrme : 


d oO... [e) 

[e] doi io 5 Se — * , 
: Ô d diviæ uæ b;: Yi 
| B-(b;) ‘ de. 








\o 
Et de plio  d et & pycd uw ui Cœficies de A 
. Avant La démonstuaition une remarque PreUMINure 
2.5- Remarque: Une teansormubion émentur ne change pp w pucd 
uw adficients d’une mutiæ (à axficients dans Z ) 
démonstration 
Sit A une malriæ à oœcfficients dans Z et À’ sa transbrmæ 
rue opmranon dèmentkur. 
Je faut montrer que pgca (ai, = paid Lei) SU A:(aÿ) ,ASla, 
omsidGrons par exemp comme transjormanion ment une 
combinaison neue de cdtnnew . 
on af rs : ’ { : 
C- O œi, | = ot so 5 RiusAd TOR dx ... Omk | 
Z 
x : W=l,...1n 
Sun nombre dise aj, ct aysnux 1 divise fsrument à, 
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on deduut . pgcd (ai) = pgcd(a, … Liu A Œu cŒyu Em) = pged (œi) 

isi..m #=)...m 
ds!:.n 
La démonstration œt encore Hilo evidente pour vo autreo 
tansfbrmahisns mentir . 


Mzl..n je L 


démonstration du théorëme 2.4 
Œnsidérons P'enxmtib E des œdficients de tube à mai 
que Pên put déduim de À par une suite de teansbrmations 
ÆÆmenture . Si À net pas à matciæ nuft E admct un 
plis petit ment positif non nuf &œ ; amme ze E entraine 
EE ma: EE et xica > x=0o 
Démontons que œ=d où d et & pacd cp ai 
) montums que d divisæ 
D'après (a remarque en auit que 1 pgcd se œnserve dans houte 
tonsfbrmahon éémentuire - En puticufer si A’ est & makiæ 
dons ou à Pique d est encre & pacd de A puisque 
œtte motuic est dæuübe dé À Par un aube de toonbrmaltions 
dèmenturo . Donc d divis « 
3 monoms que à divise tous E «a; 
œ suffit de monter que a divx tous Rs œcpiciens d'une 
matciæ quefbsnque détute de À par transbrmations csmenture. 
Qmsiderons donc à maltriæ A’ dans quel a Pigure . © etank 
& ls ptit cdficient de À", on peur füire Bu division eucfidienne 
de tous Rs autre eRfments de A’ par à . 
Supposns que a % trouve à & pc (ij) dans A )} pour 
tout ment a, de Æ meme Pigne que à ,en particulier, 

3q ,3r te que a, = ag +r or 
Si on œustrait mantenant de & AT conne qfis B FETE 
mme à B phœæ (ik) di? va rester Fr ; OT r<æa ce 
qui mrque Tr = O 
Ans por division eucätienne on put fire apparaitre cd@ "O” 
parut sur @ Bgne & que a appatienr. 
œæ & mom monièe on peut faute apuaitæ uæ ‘o’ peutout 
Sur & cfnne à Maudit à apartienr. 








On æ ramene ar da une malice A" equivafente & A’. 


—_ ‘9 — \ 
A° { - 080 nc ) 


Et enfin à Pa matriæ A”. 


M Oasis rs le] 

ne _ [ pu | 
CT | 
O 


(obtenue par permutation ‘de Bgnæ et de oœfsnnec pur 4” ) 
R rete mauntenant à montrer que & dise un cæfficient b 
queftenque de B. 

ur œf nous afÆbns transformer Pa makiæ A” en ajoutant 
@ B 1ofnne & BE cfnne qui œntient b , on obtient: 


time! 


Four Bo meme raisms que préædemment on put écrire : 





b = qa + r a ocrca 
dt omme réa on @ enœe Fr= Oo 
Dnc a divis D queftonque dans B  . d'o æ Hhérëme. 





| 26. Th@rème : Sit À une makiæ nxm & cæfficients dans Z - 
% existe une suite d'oérations dËmenture qui tansbrme A en 
une matiæ de & forme : 
dd 

| Re O | où kK sinf(m,n) 

O ns 

w 
au  d, divis de …. etc , divisæ d, 
démonstranon | 
TE suffit d'itérer BR théorëme 24, 











2.7- Propri@e : Le produt did: divise & pri did, pour tout ix) 


+ Exemple : Omsidérons L'homomorphisme P, Z?_, Z  défin par: 

Ptsy) = ax+by . À ct homomorphisme est assxciæ Pa maiæ Az (ab); 
le théorème 26 dit que cette malriæ A peut étre tonsfbrmæ par operations 
émentures en une makiæ (do) où d:pœ (ab) 

Remarquons oœ que Con Fait ,en Fait, cœt P'aBorithme d'Euchide pour 
ouser R pgcd de a eæb. 


Gr) -41 
De plus die que (ob) et éuivalente à (do) cet th muftiplier par ne 
motiæ 2x2 inversiblke 


4 ui | 
(a b) L. #) = (do) due ST 2 SU 5 Ÿ d 
æ qui nous donne : l 
oa +/5b =d (identité de EÆezour) 
Au +bu + © (noyau de P apl'cation Üneire. 





On put déterminer : uw et vw us-b os = 
Et par suite déterminer  makiæ on pe, 
Or trouver ce maltuæ C'et refudre l'équation ux +by = à 


+ Remarque : Nous venom de montrer que toute malxi@ (retanguiuire) 

& cofficients dans Z æt équvaènte ù une matuæ diugmaR . On 
gardera de omfindæ aœtte diugonubsotion aux aff de Muricuo 
d'endomorphisme (œrréeD) qu consiste à cercher une makiæ carre 
diagonai semblé à  matriæ donné . 

La différence des 2 méthaie put be mis en éidenc par LL COMPTE 
do 2 diagrammep suivants 


D z" À, z° ; mes = 
A” t ciuuvotente & À 


s,S \T 
2" 2" A'z TA"! 
4’ 
m A > m1 # L 
& eee A et swmblubie à À 
4 Ÿ A'= SAS" 
SU  jae n 
A° 
. Gnéquenco 


2.8 -Theoreme : Deux matrics qui peuvent Ge r&iuite à bi mème forme 

diugonaR> smt+ équivañènte 

Dans Ü suite nous verrons que œ thærème admet une recipruue 
démonstration 
Soient A et B 2mattian nxm & cœfficients dans Z 
D'apres ( théorëme 25 À et couvalfint à une Mmatiæ 
diagona® D, de même B et quvabent à une mairie 
diugonale D, . Or par hypothes D, = D, - On en dut 
que A dB son équivaientes ent dif {| dits nt 
uvalenws chacune de ur tft à une mème matriæ , 
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3. Chracterisation des diviseurs éfmentaires 
” Théorème de structure des groupes abéiens de type Pini 
- Les diviseurs élémentaires 
œtk PeHom, (ZT,2Z") ; Soit Aclaÿ) Fa matriæ cssciæ. 
Dans Î paragraphe précedent nous auons vu que tube malrice à axfficienrs 
dans Z et Œuvaièntæ à une maxi diagonae ; donc À est œuvafñènte 


à @& matrice A | ec k=infp(mn) et aux d,/d2/.../d4 
LC 


31. Définition : Les d,..d, obtenus dons & mat diagona®e œuivaliaile 
& À s'opoflènt > diviseurs Æmentars de À 
. Proprièteo ; 
- d, = pgcd (a:;;) 
- dd, = pgcd de mieuws dordre 2 dans À 
- did; = pgcd des mineus d'ordre 3 dans A | 


ep? ; 
jh .ct à "WA 


| 


- du. dx à déterminant de À 
. Remorque : Cette définition des diviseus eéfmentoires suggère qu'ifs 
dépendent de & makiæ À . Nous affèns voir qu'en fait 18 ne dérendent que 
de Ehomemorphisme $. 
3.2_Th@rème : Les divieurs éSmentaire sant des invoriants d'euivafence 
(autcement dit ‘% ne dépendent que de Phomomorpisme À) 

démenstrabion 
.@mmencons par omidere Hom(Z,Z) P'ensemt des formes 
Bnéaires sur Z° . Hom(Z",Z) aune skucum de grue obfien 
œæ plis cet un groupe cble Bbre , par omsëquent Hom(Z°,Z)s Z" 
Soit (€,... En) £a basæ ononique de Z"  (E-(10...0) .…. En=(9.04)) 
ABrs  V(a.a)eZ" on a (a...) = 2 0:€; 
Si (EX... €“) @ ms duai oo: €*..,ef € Hom(Z°,2Z) 
on poæ par dinition €; (€) « Si, [4 si i=J 
o Si igi 

on à : Ei*(@i... an) = a, 
Tube forme fnéure et d'une monièe unique une combinaism Pincaire 
des €;” on peut &rire : 

Hem (Z°,2): Ze*© ZE 


| esnt euivalènteæ si et seufement _s es ont memes diviseuuss smentair | 
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Sat Ÿ: 2", Z une Forme Bneure;, 
Im( Por) @t Un sous -qroue d2Z 


L’ensmti és. l° P(Z") est aussi) un Sus.groume de Z 
qui ne dépend que de P ; 12 et de Pa forme RZ, 
Monts que R = bacd(a:;;) ( Res ai etant Rs arf. de Ex mario 
= +oP(Zz") - Ée*op(z") bé. 
Si on nom C,...@m Pa bas canonique de Z'" il vient: 
Z Fop(z") = Z > e” oP(e;) Z 
or E*(P(ej)) = aÿ 
donc Zz “to of(zr) = 7 Zz 
: dz OÙ di: pgcd (a; 
. Ensuite on œmsidère Hem(z'xz' , Æ Y Hm(æz'x..xZ2",Z) 


Fappns qu'une Prme p-Bn@ure afterne sur 2" est une apiction 

g: Z'x 2x ...x Z° __, 2 

ed 
qui à Ph propriété suivante 
an CS 

9 (L:... xp) = (-1ÿ7° 9 (Lot) ; Log , Let» ) 
la démonstration est B meme : on regude comment cest engendré 
une fèrme p:Pin&ir aîternée g 


en a : es. g(P(z"),..….. P(Z")) =: dd..d,Z 


;  __ —_——— 


- Thème : Su modes À & A? ,nxm à œificiens dem Z | 
| 
démonstration : F 
Deux mairiæs equivaèntes représentent B meme homermnorphisme ?, 
Et œmme nous venons de voir que B= divisœurs Smentaire ne 
dépendent que de P'homormorphisme 4 gmt = memes pour Bo 
2mattion œuivafentm 
Le récipraue a déjà ct vue : cet & Hherèm 2.8. 


3.4- Proposition : Deux makias sont œuivalentes si et gufbment si 
l'existe une suite de tnÿormations eXmentuie qui permet de pas=r 
dæ Pure à loutre 


CI ) -W 
cémenstration 
Dans un Sens c'est évident Plusqu'on sut que toute transformation 
émentaure transforme une matriæ À en une matriæ équivalente A’ 
La réiprooue vient du fut que es diviseurs Smentaies ne 
dépendent que de & he d’éuivalenc : 


3.5 - Proposikion: Tux malriæo diagonas ne snt éuivalentes que 


a els ont &pf>. 


démenstrahen 
Si D. ke © ) au d,|daf ..…. | du 
© du 
” d'd; ; 
& sit “| 2, © œeæ  dild,| .... | d“ 
o a.) 


Ars DN D » di = di  Vizi.. kw 
(Puisque 2 motion euivofento ont même divisurs Smentare ) 


- Structure des groupes atiens de type fi. 
3.6-Thérème: Soir G un groum abien Bbre (Gz2Z") et sir H 
un œus-qou de 6. ZÆexite une bas (e.,e,...er) de G et do 
enties poihf d,d,,..…. dm ave d,Id:l../dm tes que (de, due, ) 
acc UM£r sup {4j /d;j#+o) forme une laæ de 4. 


démonstalion 

Nous eums dejà vu que tout sous-groupe d'un groupe Fibre est 
fibre (th@rcme 493) . er onsuent H et bre : il est 
issmorphe à Z* , Rém (on supoxæ G+2Z") 


en a une injection À: H Ce G de mattiæ H . 


Le H@rème consiste & montrer qu'il existe une nes dans G 
dure tasse dans H ces que mairie puise se rälure à 
une fbrme diagonafñe FE a 5 

Or on sai , par affeus , que cette mali existe : donc Bo 
bausw existent , 

Remaquons que, P’opflantion étant injecive, BR» dj;,j:1... 4 
sont non nuls - 
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3.7- Grture : Gi G un groue ablen de type fini . S Cst isrmorphe 

une somme directe de groups cydiqueo Pins d d'un gruæ libre de type fini 
GG: ZA2Z © Z/4,Z GG... Z/d,Z@ z° 

auec 41#d,/d:/].../dx . 

"et os Be rang dæ G. 
demonstrabion 
G et un group abéien de type Pin >; on sùt qu'il existe un 
quoupe bre de type fini L et un sus group H de L te que 
G> L/H ( proposition 1-10) 
Sion ape 7 P'homemorphisme de L sur G , H= T(o.) 
et on a : H eus Le CG 

@ ar L cest un grue Abre : Le >" : Z©...O@Z 
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: m 
H @t un œus. groupe d'un groue Pibre ; 1 est donc Bibre 
Hz: z ">: Z6OZ6..6@Z 
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De plus ,on peut Bu oppquer BR th@reme #6. ; Fur tout nent 
(x,...,2,) dans H il existe un ment de & forme (dx, dex,0. 0) 
dons L ave did: ... du 
Far auke on obtient : | 

G: Z/d,Z 6 Z/4Z2®6....6Z/d,Z © Z° © r- m-w 


auæ did: ... [dy 


® 4- Décomposition p: primaire d'un groupe abclen Pini 


- P-groupes 
4.1- Définition : on dit qu'un group G œtun p-Qroum si sm aydinal 
ture puisong de p ,P étant un nombre premier . 
#GS = p* 

à G et obien on dir PutGt qu’ est p-primaire . 

+ Problème : Gmment d£termine.+:on Be nombre de groupes abetiens ris 
. d'un ordre donn£ ? 

Soit œæ{(p") & nombre de groupæ abéBens d'ordre p".{(p premier) 
ur d&ermine. oœ{p") on utilise Be œroure 3-7 ; Far exemp : 
HN PpErL2 ,n=2 om @Q (4) = 2 cr on peut écrire 
4=4 et 4=2*x2 





(20) -16 
Les 2 groupes d'orde 4 snt 2/4Æ et Z/2Z@ Z/2Z 
.$ pz2 ,n=3 on à (8) = 3 car on peut écrire : 
8-8 , 2=2x4 , B= 222x%2 . 
Le 3 groups d'ordre 8 em 2/8Z, Z/22@Z/4Z , 2/2Z2@7/2Z707/2Z 
D'une fan générale : 


- Si p aqueonque n queftonque  , 2 faut trouer toutes a suite 
Nu 
PU, pe. PQ Nés. sn et En :n : cœ nombre est 


& nombre de pulitions possibles de n not S(n). 


D'ou : Vp, p premier [ stp") = Sn) | 


On a une FormuRæ encre lis oéméra&æ qu donne Re nombre de 
@=: abiens finis d'ordre n, n étant queftonque j atte fèrmuR 
que nous ne dementezsns pas et (à suvante : 
sn) = Tiers © (Petn\) 
où D,(n) = Sup 4i / p'dvisen) et @ vaflotion p-adique de n 
on peut aussi P'érire : 
œ{n) = TT gr 


P preœmes 


- Daomposition d'un groupe absiien Pini 


4.2-Th@orème : Tout groupe dbéfen Mini G et smme directe de groupe 
p-primaires G p parœut L'ensemble de divisurs premiers de Pordre de G 
G = Œ Ge 
PED 


(Dons cle dé&smpoition Œs groupe p:primaires G, s'apetlent es 
omprontm p-primaires de G). 

démenstcahon 

Sir & un grou fin d'ordre n 

Aprquens Bi Æ otoafture 37 on «à : 


G Zi, Z © ds «3 [es] L/dZ ACC di/da/.. /d% 
[- a d,.de …dk sn 
gupposons que : d; = Pit Pa Fais pour tout j: 4...R 


ue  p; premier 
Atos d'apr & théreme chinois : 
Z/42 : Z/p}'Z © 2/P; ZE ….... Vj=1.R 


On) -F7 
on peut mi rire : 
G- (Z/F"ZeZz/p° Ze … je... 6(z/"ZzoZz ne.) 
FRemoarquons que comme d,/d2/..../dy4 en a Bo incuisions : 
À Pii » is 2...) C À Paisi= 12...) Ex SR, isL2.. 1 
Doi un regouæment posible des terme œrrespndants 5 un 
mème nombre premier . 
G » (Z/r"e Z/P" © ….)® (Z/A'zZe Z/*Z®..)® _— 
qu que sit | (Z/F"Z Br. ) æt un grouæ d'ordre é” 
cet donc un pgroupe que nous noterons Gp; 
on obtient ainsi & d&ompcsition de G 
G : GG, 6 CG, © ...… GÙ P,,Pa.… sont ès 
diviseurs premiers de n 
é3-Pemorque : Dons @& déxmpsition précédente , chaque csmposante 
p-primaire ct fe .meme une ssmme direte de p-groupæ cyclique» . 
. Gnsidérons B cs puticuler où © @œt un groupe abéien d'ordre n - a.b 


ax (ab) = À 


œ pu die : nef. ne) n".. Re) 
> b 
Si G =: (Ga ©... 6 Ga) @ (6,® … © Gp) 


Tout œc vient en rt du fut que n'importe qu groupe peut s&rire 
comme proiut de groupes cycques . 


- Apications 
. Nous suons que groupe mutiplotif de z/pz (P premier) 
que Pon note (Z/Pz)* (ie ensemble des ements nversibleæ) et 
un groupe cychque d'ordre p-4 
Nous smmæ mantenont en mesue de demontrer: 
44- Thérème : Si p premier & p#+2 Î groupe mu£ticatiP (ZP*z)* 
et cyclique pour lou R>4 

demonstakion 

(Z/p‘Z)* et un groupe abéfien fini d'ordre n  œuec : 

ne #(Z/PZ)* = f(p) = p“-p" 2 p*'{p-1) 


| (7) -18 
on ga trouæ dons B situation Su nm-ab asc (ab) = 4 
en et iù  (Pp", p-1) = 4 
en peut dnc é&nre ; (Z/P*z)* = Gun © 6. 
Four monter que (&/P*2) * œt qchque À nous suffira donc 
dæ monter que GH et G,, smr cycôques . ( compte tenu 
du thecrème Chinois puisque (P“", pi) = 4 ) 
-montoms que GP. et cyclique ; ur ci iP nous suffit 
de bouver un ment déordre p-4 dans (Z/#Z)* et même 
un ment d'ordre un multi de p-4 
Nous Souons qu'iE existe un homemorphisme d’annecur surjeckiP 

PF z/PZ __ Z/pZ 

T (PM — à (p) 

œthe eucjection indt un homomorphisme de groupe égufement sur jechiP 

F:(2PZz)* _, Z#?2)* 
Autrement dit si on troux un ement d'ordre p-1 dans (Zz#2)* 
ct dbMent our pour ordre dans (Z/pZ)* un multi de p.1 
or (2/P2z)* et cqcque donc 12 poxède un ment d'ordre 
p- d 
Œt ment engendre & ficteur G,, qu et par œmsSuent 
cycfique . 
-montom maintenant que Ge œt ajique ; pur cb monkons 
qu'iè existe un dément d'ordre p“' dans @&/r*2)” 
Nous afisens ubiliser B remorque suivante : 

VREN ,p#2 (WP) = 1+p* (P*+) 
cite remorque s2 demonte pu recuwrenæ sur K 
Ete done :  (4+p)7 = + p“ (p**) = À (p 
æ ap * = b pp"? (P*| Æ à (p*) 

œo monte que Porde de 4:p didise p"' eætne diviæ po 


P“* donc donc som ordre æ p“” 
Gt dèment engendæ  G,*- qu et donc cyclique . 


4-5- Théorème : Sin et impair , & groupa multi oatif g/An2Z) * ar 
cycique si d œufement Si n<p* axc p premier , 


(ar) - 18 


démenstrotion 
Nous ans uw que R& groupe muftiplicatif (Z/pZz)" était 
cydique Four p premier ,p#2 et pour tout B> 4 (Cœt 
Ge théorème 4.4 ) 
Réciproquement montrons que si groupe multi pfontip æ&nz) 
est œycfque (impr) ds on: p* 
Fur a dénontons Br œæntapoxé ; supposons n- pq"... 
(mme n est IMmpor ous Rs nombre premiers qui figurent dans 
cie décsmpcsition sont imp ) 
on peut écrire : 

(Z/n2Zz)* = (Z/mZ)* @ (Z/2tz)*®.…. 
or (2/p*Z)" cost qique et (Z/"Z)* = pp.) Z 
de même pour Rs auto termes. 
Ans (&nz)" et déompeatf en produit de groupes cycfiquen 
Mais comme P,gq.…. sont iImpurs > (P-1) ,(a-1) .… eont pairs. 
donc @o P'(pa) ,q%"'{qu) .. ne nt pas premies ent 
cux pusqu'i ont un fhcteur 2 en cœmmun 
Rr suite (2/2)* net ps cyclique . 


. as patiouer de (Zz/p*Z)* Grue p=2 

(Z/42)* œt cycique d'ordre 2 

(Z/8z)* n'et déjà plis ofique. (or tous se ments nt dordrez) 
Don on n’a aucune chanæ de ouver un éfnent d'ordre 28 dans 
& gœue muftifiotf (2/2Z)* por A>2 puisque ce dé faux 
pur R-=3 

Par one nous aflbns montrer qu’? ya toujouss un Sment d'ordre 222 
dons (Z/2Z)* po R>a 

46- Propoition: Dans & groupe muftifoalf (Z/# 2)" B>e, thus Rs 
ments Sont d'odm a+. 


démorrstation 
commençons pu monter que S et d'ordre Z2N-t4ons 
2/àz 
52". (1+ 4) æ 14:20 2 (2**) 
« 2*-2 k 
(l+4)* = 4 (2%) æ (+0) = 4(2*) vo 


(1) - 20 
& 5 = 4,2" (2 *) 
but œcu monte que 5 et dordre 2“ mais pas d'ordre 23 
Pis genérofèment on « : 
(sen) = 4 (2"*) où (ira) = 1 (2*) k>2 
(i+£n) représente un nombre impor den un éiment de (Z2*z)* 
on en dédut que bus Rs ments de (Z/2“2Z) * sont d'ordre 2“ 


. Exercice : démonter R& Hhérème suivant : 
4.7. Théorème : si n est pur, (Zz/n2Y ct qique si et seufemenr 
Si Tz=2,4, P” 2p* ,p premier impair. 


